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die Stellenzahl ausschlaggebend, welche die benutzte
Rechenmaschine mitfiihrt. Fiir die IBM 7090 (8 Stellen
bei einfacher Genauigkeit) ergibt sich als zuldssige
Kondition 104 bei Matrizen vom Grade 2. Kondi-
tionswerte von 103 bzw. 102 fiir Matrizen vom Grade
10 bzw. 100 sind nur Mutmassungen. (Statistische Un-
terlagen fiir eine genauere Abschitzung sind an den
deutschen Rechenzentren bisher noch nicht erhiltlich.)
Eine gewisse Sicherung gegen Abrundungsfehler bei
der Matrixinversion hat man durch das ‘Springen’ der
Parameter. Denn das ‘Springen’ wird haufig die Ver-
feinerung zum Stillstand bringen, ehe die begrenzte
Stellenzahl der Maschine die Ergebnisse verfélscht.
Durch Abrundungsfehler sind also vor allem solche
Probleme gefihrdet, bei denen trotz schlechter Kon-
dition der Matrix eine Verfeinerung grundsétzlich
mdoglich ist.

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danke ich
vielmals fiir die finanzielle Unterstiitzung dieser Arbeit.
Sie wurde zum Teil im Organisch-Chemischen Institut
der Universitit Bonn ausgefiihrt. Dem Leiter des In-
stitutes, Herrn Professor Dr R. Tschesche, danke ich
fiir die grossziigige Gewihrung der Arbeitsmoglich-
keiten.
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Strukturverfeinerung nach der Methode der kleinsten Quadrate
mit den freien Parametern von Molekiilen und mit Nebenbedingungen

Von C.SCHERINGER
Institut fiir Kristallographie der Technischen Hochschule, Aachen, Deutschland

(Eingegangen am 2. Mdrz 1964 und wiedereingereicht am 14. Januar 1965)

The theory of introducing knowledge of bond lengths and angles into least-squares refinement with
structure factors is presented. Three different methods are described: the refinement of free molecular
parameters (angles about axes of free rotation), the use of equations of constraint in order to reduce
the system of the normal equations, and the use of equations of constraint in order to readiust already
obtained least-squares or Fourier results, With the introduction of stereochemical knowledge the
properties of convergence are improved, which is illustrated by the refinement of the structure of

1,3,5-triphenylbenzene determined by Farag.

Einleitung

In einer vorangegangenen Arbeit (Scheringer, 1963) ist
gezeigt worden, wie sich Kenntnisse iiber den Aufbau
starrer Atomgruppen fiir die LS-Verfeinerung* aus-
nutzen lassen. Die bei diesem Verfahren entstehenden
Vorteile, die Erweiterung des Konvergenzbereiches,
die Erhdhung der Konvergenzgeschwindigkeit und die
Verkiirzung der Rechenzeiten, sollten sich noch ver-

* In dieser Arbeit wird fiir ‘Methode der kleinsten Qua-
drate’ die Abkiirzung ‘LS’ (least squares) verwendet.

grossern, wenn man noch weitere Kenntnisse iiber den
Aufbau von Molekiilen zur Verringerung der Zahl der
Parameter des Strukturproblems verwenden kann. (Die
Verbesserung der Konvergenzeigenschaften durch die
Reduktion der Parameter wird auch dadurch nahege-
legt, dass der dem LS-Verfahren zugrunde liegende
lineare Taylor-Ansatz mit wenigeren (und anderen),
zur Beschreibung der Struktur ausreichenden Para-
metern in einem grosseren Bereich méglicher Struktur-
vorschldge noch gut genug ist.)

Bei organischen Strukturen kennt man haufig nicht
nur den Aufbau einzelner starrer Atomgruppen, son-
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dern auch Bindungsabstdnde und -winkel zwischen ih-
nen, nicht aber den Aufbau des ganzen Molekiils. Es
kénnen ndmlich noch Achsen freier Drehbarkeit vor-
handen sein. Ein Beispiel dafiir ist das Diphenylmole-
kiil. Bei diesem ergibt die Aufspaltung in zwei starre
Gruppen 12 Lageparameter, die Behandlung des gan-
zen Molekiils mit einer Achse freier Drehbarkeit nur
noch 7. Die Strukturverfeinerung von Molekiilen mit
Achsen freier Drehbarkeit ist der Gegenstand des er-
sten Teiles der vorliegenden Arbeit.

Es kann auch der Fall auftreten, dass nur noch
Bindungsabstinde, aber keine Bindungswinkel mehr
bekannt sind. Auch hier ist es grundsétzlich méglich,
mit den ‘freien Parametern’ der Molekiile zu arbeiten;
der einfachere Weg ist jedoch die Benutzung von line-
arisierten Beschriankungsgleichungen. Im zweiten Teil
dieser Arbeit wird gezeigt, wie man mit Hilfe der
Beschrankungsgleichungen das System der Normal-
gleichungen reduzieren kann.

Im dritten Teil wird aus den Grundgleichungen des
zweiten Teiles ein Verfahren entwickelt, mit dem man
einen Strukturvorschlag, der aus einer Fouriersynthese
oder einer LS-Verfeinerung gewonnen wurde, einem
Satz von Nebenbedingungen unterwerfen kann. Eine
zum gleichen Zweck von Waser (1963) vorgeschlagene
Methode wird einer Kritik unterzogen.

Am Schluss der Arbeit werden die vorgeschlagenen
Methoden miteinander verglichen und der Rahmen ih-
rer Anwendung abgesteckt.

Verfeinerung von Molekiilen
mit Achsen freier Drehbarkeit

(1) Mathematische Behandlung

Zur mathematischen Formulierung dieses Verfeine-
rungsproblems teilt man ein Molekiil in eine starre
Hauptgruppe und einige an dieser hingende starre
Nebengruppen ein, wobei die Verbindungsstiicke Ach-
sen freier Drehbarkeit sind. (Der Ausdruck ‘Molekiil’
soll in diesem Abschnitt nur in diesem Sinne verwendet
werden.) Fiir jede Haupt- und jede Nebengruppe wird
ein Cartesisches Koordinatensystem angesetzt, in dem
die Koordinaten der Atome in Angstrdm-Einheiten
angegeben werden. Die Lage des Ursprungs des Koor-
dinatensystems der Hauptgruppe wird in Gittereinhei-
ten angegeben. Die Orientierung der Hauptgruppe in
der Zelle wird durch die drei Eulerschen Winkel ¢, 8
und ¢ bestimmt. (Zu ihrer Definition siehe Scheringer,
1963). Die Lage des Ursprungs des Koordinatensystems
einer Nebengruppe werden in Angstrdm-Einheiten in
demjenigen Koordinatensystem angegeben, das eine
Stufe ndher zur Hauptgruppe steht. Der Ursprung des
Koordinatensystems der ersten Nebengruppe liegt dem-
gemiss im Koordinatensystem der Hauptgruppe; der
Ursprung der zweiten Nebengruppe kann entweder im
System der ersten Nebengruppe oder in dem der Haupt-
gruppe liegen, je nachdem, ob die zweite Nebengruppe
an der ersten oder an der Hauptgruppe hingt. Ein
Molekiil erscheint so als ein System von ineinander-
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geschachtelten Koordinatensystemen. Dieser Ansatz
mag auf den ersten Blick umsténdlich erscheinen, aber
er lasst sich leicht rechnen, wenn die y-Achse jedes
Koordinatensystems mit einer Achse freier Drehbar-
keit zusammenfillt; die y-Achse deshalb, weil der Dreh-
winkel ¢ per definitionem eine Gruppe jeweils um diese
Achse dreht (Scheringer, 1963). Die Winkel ¢ und 8
des Koordinatensystems einer Nebengruppe, die die
Richtung der Hauptachse einer Nebengruppe in bezug
auf das tiefer stehende Koordinatensystem bestimmen,
sind durch die bekannten Bindungsabstinde und -winkel
des Molekiils fest vorgegeben und miissen aus diesen
berechnet werden. Der Winkel g, der das letzte Be-
stimmungsstiick fiir die Orientierung einer Neben-
gruppe ist, muss aus dem Strukturvorschlag berechnet
werden und wird als Drehwinkel um eine Achse freier
Drehbarkeit mitverfeinert. Die Lageparameter des
Strukturproblems sind also 3 Translations- und 3 Win-
kelparameter, die die Lage des Molekiils in der Kri-
stallzelle beschreiben, und weitere Winkelparameter
zur Beschreibung der Lage der Nebengruppen im Mo-
lekiil. Fiir das ganze Molekiil wird ein isotroper Tem-
peraturfaktor angesetzt. Um eine gute Kondition der
Matrix der Normalgleichungen zu sichern, sollte man
fiir die Hauptgruppe |6] < 60° wihlen, und ihr Ursprung
sollte etwa im Zentrum des Molekiils liegen (Scheringer,
1965).

Bei der Verfeinerung miissen die Strukturfaktoren
aus den Atomparametern und die Ableitungen der
Betrage der Strukturfaktoren nach den Verfeinerungs-
parametern berechnet werden. Dazu muss man die
Atomkoordinaten der Nebengruppen schrittweise tiber
die Nebengruppen zur Hauptgruppe und von dieser in
die Zelle transformieren. Der letzte Schritt ist schon
bei Scheringer (1963) beschreiben. Der Transforma-
tionsschritt von der mten Nebengruppe zur (m —1)ten
erfolgt nach

Xm1=Xg=14gnXrm, M

wobei m die Zahl der Transformationen angibt, die
man braucht, um die Koordinaten einer gegebenen
Nebengruppe im System der Hauptgruppe auszudriik-
ken. X”=X7 sind die Koordinaten eines Atoms der
mten Nebengruppe in Angstrom-Einheiten. (Die In-
dizes der Matrizen geben ihren Grad an.) Xz~ !1=Xuz !
sind die Koordinaten des Ursprungs des mten Carte-
sischen Systems im System m—1 (ebenfalls in Ang-
strom-Einheiten). g™ =g ist die Orientierungsmatrix
der mten Nebengruppe in bezug auf die (m —1)te; ihre
Elemente ergeben sich aus Tabelle 1 bei Scheringer
(1963) mit y=90° bei entsprechender Definition der
Winkel gm, Gm, gm,

Die Ableitungen der Strukturfaktoren nach den
Hauptgruppenparametern sind ebenfalls bei Scheringer
(1963) angegeben. Da die Hauptgruppenparameter je-
doch das ganze Molekiil bewegen, miissen bei der Be-
rechnung ihrer Ableitungen auch alle Atome des Mole-
kiils einbezogen werden. Die Ableitungen nach den
Drehwinkeln o™ berechnen sich in dhnlicher Weise,
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man muss jedoch vorher die Orientierung der mten
Nebengruppe in der Zelle bestimmen. Mit g0 als der
Orientierungsmatrix der Hauptgruppe in der Zelle er-
halt man fiir die Orientierungsmatrix G = GJ; der mten
Nebengruppe

Gm=glgl. . .gm. )]

Da die Winkel ¢ immer eine Drehung der Gruppe um
die eigene Hauptachse angeben, haben ¢™ und der
Winkel ¢, der die Drehung der Nebengruppe in der
Zelle angibt, zwar verschiedene Werte, aber gleiche
Ableitungen. Es gilt daher mit Verwendung von (2) die
durch Ableiten nach g vereinfachte Form von Gleichung
(5) bei Scheringer (1963)

0xs

g ~ (IR
mit x5 (s=1,2,3) als Atomparameter in Gittereinheiten
und /s als Gitterkonstanten. Bei der Bildung der Ablei-
tungen der Strukturfaktoren d|F|/do™ analog zu Glei-
chung (4) bei Scheringer (1963) mit Hilfe von (3) muss
man alle Atome beriicksichtigen, die durch Veridnde-
rung von o™ in eine andere Lage gebracht werden. Das
sind die Atome der mten Nebengruppe und aller der
Nebengruppen, die direkt oder mittelbar an ihr hingen.

Es gibt noch zwei andere Wege, die Ableitungen
nach den Winkeln ¢™ zu berechnen. Einmal kann man
zuerst die Ableitungen aX™~!/0g™ bilden und diese dann
transformieren; zum anderen kann man die G™ aus drei
Punkten gewinnen, die man auf den Achsen des Carte-
sischen Systems gewihlt und in die Zelle transformiert
hat. Das erste dieser Verfahren ist umstindlicher als
das oben vorgeschlagene, beim zweiten wird die nume-
rische Rechnung ungenauer.

Fiir die Verfeinerung sollten im allgemeinen drei-
dimensionale Daten benutzt werden. In speziellen Fal-
len wird man mit zweidimensionalen auskommen;
dann niamlich, wenn man iibersehen kann, dass die
Drehwinkel durch die vorhandenen Daten im ganzen
Winkelbereich wirklich bestimmt werden. Solange die
Qualitit der Messwerte eine Verfeinerung der Einzel-
atomparameter zuldsst, ist auch immer eine Verfeine-
rung mit Molekillparametern durchfithrbar. Bei
schlechtem oder begrenztem Datenmaterial jedoch ist
es hiufig nur noch moglich, Parameter grdsserer
Gruppen zu verfeinern. Hat man verschieden grosse
Gruppen im Molekiil oder bewegen zwei Parameter
relativ viele Atome in gleicher Weise (hohe Korrela-
tion), so entsteht eine schlechte Kondition der Matrix,
und man muss darauf achten, dass die Messwerte aus-
reichen, den jeweils eigenen Anteil eines Parameters
an der Bewegung der Atome festzulegen. Um eine ste-
tige Konvergenz der Parameter zu erhalten, sollte man
zuerst die groben Parameter bzw. bei hoher Korrelation
nur einen der betroffenen Parameter verfeinern (Sche-
ringer, 1965). Wegen vielfacher Korrelation zwischen
den Parametern eines Molekiils ist bei der numerischen
Rechnung die Aufstellung der vollen Matrix sicher der
beste Weg. Bei mehreren Molekiilen in der asymme-

+GHzZm I 3)
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trischen Einheit wird fiir jedes Molekiil auch ein qua-
dratischer Block auf der Diagonale ausreichen.

Es sei erwidhnt, dass man das Schema der freien
Parameter von Molekiilen auch auf den Fall von be-
kannten Bindungsabstinden, aber unbekannten Win-
keln iibertragen kann. Hierbei miissten dann auch ¢
und @ der Nebengruppen verfeinert werden. Die Ab-
leitungen nach diesen Winkeln lassen sich — allerdings
auf recht umstiindliche Weise — aus einem Struktur-
vorschlag berechnen. Man kann sich aber nicht in allen
Fallen dagegen sichern, dass fiir irgendeine Neben-
gruppe |0| ~90° ist und die Matrix somit schlecht kon-
ditioniert wird. Wegen dieser Nachteile ist in diesem
Fall die weiter unten beschriebene Methode der Para-
meter-Reduktion mit Hilfe von Nebenbedingungen
vorzuziehen.

(2) Experimentelle Ergebnisse

Zur Anwendung des vorgeschlagenen Verfahrens
wurde ein Programm fiir die IBM 7090 geschrieben.
Mit ihm kann man bis zu 6 Molekiilen mit je 84 Ato-
men verfeinern. Jedes Molekiil kann eine Hauptgruppe
mit 20 Atomen und 8 Nebengruppen mit je 8 Atomen
besitzen, also auch 8 Achsen freier Drehbarkeit. Ver-
zweigungen in den Nebengruppen werden durch die
richtige Reihenfolge bei der Eingabe und durch eine
Angabe iiber die notige Zahl der Transformationen
beriicksichtigt. Mit einem Zusatzprogramm kann man
aus drei Punkten in der Elementarzelle, welche die
Lage des Cartesischen Systems einer Gruppe in der
Zelle definieren, die bendtigten Werte der Eulerschen
Winkel fiir Haupt- und Nebengruppen berechnen.

Die Wirksamkeit des Verfahrens wurde an der Struk-
tur des 1,3,5-Triphenylbenzols (Farag, 1954) gepriift.
Die asymmetrische Einheit der rhombischen Zelle
(Pna2;) enthilt ein Molekiil. 480 recht ungenau vermes-
sene Daten (Cu-Ka-Strahlung, 8 < 70°) standen zur Ver-
fiigung. Der R-Wert der von Farag damals nur mit
Fouriermethoden bestimmten Struktur ist 0-320. Das
Molekiil ist im Kristall nicht plan gebaut, die Ringe in
1,3,5-Stellung sind nach Farag um a=34°, f=—27°,
y=24° aus der Ebene des zentralen Ringes herausge-
dreht. Zur Untersuchung des Minimums wurde die
Struktur mit Molekillparametern, Parametern starrer
Gruppen und Einzelatomparametern verfeinert. Dabei
wurde fiir die Benzolringe ein regelmissiges Sechseck
mit der Kantenlinge 1-395 A, fiir den C-C-Abstand
zwischen zwei Ringen 1-50 A angesetzt. Die Drehach-
sen in 1,3,5-Stellung lagen in der Ebene des zentralen
Ringes und zeigten von seinem Mittelpunkt radial nach
aussen. Die Verfeinerung mit Molekiilparametern,
einem Normierungs- und einem Temperaturfaktor er-
gibt R=0-307, eine weitere Verfeinerung mit 4 getrenn-
ten Benzolringen bei konstantem Normierungs- und
Temperaturfaktor R=0-290, und eine Verfeinerung mit
Einzelatomparametern bei ebenfalls konstantem Nor-
mierungs- und Temperaturfaktor R=0-271. Die un-
genauen Messungen an dieser Leichtatomstruktur be-
dingen die hohen R-Werte im Minimum. Der fiir Ein-
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zelatomparameter erhaltene R-Wert liegt nicht signi-
fikant unter den anderen. Er entsteht allein durch die
erzwungene Anpassung der vielen Parameter an die
schlechten Messwerte. Diese bedingt auch eine erheb-
liche Verzerrung des Molekiils. Der mittlere Abstand
zwischen den entsprechenden Atomlagen im Minimum
der Molekiilparameter und im Minimum der Einzel-
atomparameter betrigt 0-152 A, das ist etwa der 2-5-
fache Wert der berechneten Standardabweichungen ¢
der Einzelatomparameter. (Da die statistischen Fehler
im besten Fall nur mit einer Wahrscheinlichkeit von
0-68 innerhalb des o-Bereiches liegen, ist eine 3o-Feh-
lerangabe angemessener.) Die Drehwinkel «, B, y sind
bei Molekiilparametern direkt Gegenstand der Ver-
feinerung und wurden hier bestimmt zu «=40-7°, f=
—35-2°, y=27-3° mit 30=3-8°. Eine Tabelle der Lage-
parameter der Einzelatome aus den Verfeinerungen
mit den verschiedenen Parametersorten ist auf An-
frage vom Autor zu erhalten.

Zur Untersuchung der Konvergenzeigenschaften
wurden einige Strukturvorschlige mit Molekiilpara-
metern einerseits und mit den Parametern der 4 starren
Gruppen der Benzolringe anderseits verfeinert. Nor-
mierungs- und Temperaturfaktoren hatten ihren End-
wert und wurden konstant gehalten. Bei festem Ur-
sprung liegen fiir das Molekiil 6 Parameter, fiir die
getrennten Ringe 21 vor. Die Reduktion der Parameter
beim Molekiil ist also betrichtlich. Die Rechenzeiten
werden bei dieser Struktur durch die Wahl von Mole-
kiilparametern allerdings nur unwesentlich verkiirzt,
da die Matrix auch bei Gruppenparametern klein ist
und in beiden Féllen die meiste Zeit auf die Berechnung
der Strukturfaktoren und Ableitungen geht (1-2 Mi-
nuten pro Zyklus). Ein Zyklus mit Molekiilparametern
dauert 1-87 Minuten und mit 4 starren Gruppen 1-98
(mit den 71 Einzelatomparametern 4-50 Minuten). Das
Konvergenzvermogen jedoch wird erheblich verbes-
sert. Die Verfeinerungsergebnisse sind in den Tabellen
1 und 2 aufgefiithrt. Zur Beschreibung der Struktur-
vorschlige sind die Abweichungen der Molekiilpara-
meter von ihren Werten im Strukturminimum angege-
ben. Es enthalten: Spalte 1: die Abweichungen der 3
Eulerschen Winkel in Grad. Spalte 2: die Abweichun-
gen der 3 Drehwinkel in Grad. (In zwei Fillen sind
auch Abweichungen des Ursprungs in Spalte 1 und 2
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vermerkt.) Spalten 3 und 7: R-Werte am Anfang und
Ende der Verfeinerung. Spalten 4 und 5: die mittlere
und maximale Strecke, die die Atome im Verlauf der
ganzen Verfeinerung zuriickgelegt haben. Spalte 6: die
zur Konvergenz bendtigten bzw. insgesamt gerechneten
Zyklen. Spalte 8: Ob Konvergenz zum Strukturmini-
mum stattgefunden hat oder nicht bzw., dass nach den
erreichten Parameterwerten Konvergenz nicht mehr
stattfinden kann. Der Vergleich der mit den beiden Para-
metersorten durchgefithrten Verfeinerungen zeigt als
wichtigstes Ergebnis, dass in vielen Fillen mit Molekiil-
parametern noch Konvergenz zum Strukturminimum
eintritt, wenn dies mit den Parametern der 4 starren
Gruppen nicht mehr geschieht. Wenn mit beiden Para-
metersorten Konvergenz eintritt (Zeile 1 von Tabelle 1),
bendtigt man bei Molekiilparametern weniger Zyklen.

Die Zahl der Zyklen wird im allgemeinen auch durch
eine Bevorzugung der niedrig indizierten Reflexe ver-
ringert (sieche z.B. Qurashi, 1953). Das bestatigt ein
Vergleich von Tabelle 1, Zeilen 2 und 3 und Tabelle 2,
Zeilen 1 und 2 fiir Molekiilparameter. Tabelle 2 ent-
hélt Verfeinerungsergebnisse, die allein mit den 200
niedrig indizierten Messwerten gewonnen wurden (ge-
geniiber 480 Messwerten in Tabelle 1). Da bei reduzier-
ten Parametern die Verfeinerung mit einem kleineren
Datensatz — er muss jedoch dreidimensional sein — im
allgemeinen nicht instabil wird, ergibt sich fiir das erste
Stadium der Verfeinerung als weiterer Vorteil eine Ver-
kiirzung der Zyklusdauer. Anderseits lasst sich im all-
gemeinen mit niedrigen Daten allein auch keine Kon-
vergenz erzwingen, wenn sie mit allen Daten nicht
mehr stattfindet. Das geht aus den beiden letzten Zei-
len der Tabellen hervor. (Bei der Phenolstruktur konnte
jedoch der Konvergenzbereich mit dem Einsatz von
niedrigen Daten allein um etwa 10 Prozent vergrdssert
werden.)

Aus den Verfeinerungsliufen ergibt sich beim 1,3,5-
Triphenylbenzol ein Konvergenzbereich von etwa 1 A;
das sind grob zwei Drittel des C-C-Abstandes. Es ist
zu erwarten, dass im allgemeinen bei normal gepackten
organischen Strukturen der Konvergenzbereich durch
weitere Parameter-Reduktion nicht wesentlich grosser
wird. Wenn nédmlich ein gitterférmig gebautes Molekiil
um seinen mittleren Bindungsabstand verschoben wird,
fallt gerade jeweils ein Atom auf die Stelle eines Nach-

Tabelle 1. Verfeinerung von 1,3,5-Triphenylbenzol mit allen (480) Reflexen

R=0,307 im Minimum der Molekiilparameter

Mittlerer Maximaler Zahl der
dp, 46, do 4!, 402, 493> Anfang R Laufweg (A) Laufweg (&) Zyklen Schluss-R Konvergenz
: g”r‘:};‘;‘ég } 5 5 0-518 0-50 0-99 { ; 0308 32
4 Gruppen | 8 soesses0 o {3 0%
411 gr(ﬂgl;ieiil } 8 15 0-595 081 173 { }g (0)431(7)471 jrilein
4 Gruppen | 10 O S (PY SN < S
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baratoms (abgesehen von den Randatomen). Eine sol-
che Lageverschiebung erzeugt daher bei der LS-Ver-
feinerung ein relatives Minimum. Der Konvergenzbe-
reich wird also in der Regel kleiner sein als der C-C-
Abstand. Nur bei weniger dicht gepackten Zellen und
kleinen Molekiilen ist ein grosserer Konvergenzbereich
zu erwarten. Testldufe mit einer hypothetischen Struk-
tur des Diphenylmolekiils mit relativ leerer Zelle be-
stiatigen dies. Der mittlere Laufweg lag hier bei etwa
1-5 A, der maximale bei etwa 3-0 A.

Am Anfang der Verfeinerung, wo der mittlere Ab-
stand der Atome des Strukturvorschlags von der End-
lage im Minimum bis zu etwa 1 A betragen kann, sind
in den Gruppengeriisten Fehler bis zu etwa 0-1 A zu-
lassig. Dann sind sie klein gegeniiber den Fehlern des
Strukturvorschlags. Die Differenzen der Strukturfak-
toren in den rechten Seiten der Normalgleichungen
werden dann vor allem wegen des schlechten Struktur-
vorschlags gross und bestimmen so die zu berechnen-
den Parameterinderungen. Wenn der Strukturvor-
schlag besser ist, wird zwar der Einfluss der Geriist-
fehler stirker, aber die Richtung der Konvergenz liegt
nunmehr fest. Im Minimum wirken sich bei theore-
tischen Messwerten nur noch die Geriistfehler aus.
Ausser durch die Qualitit des Strukturvorschlags wird
die Grosse der zuldssigen Gerlistfehler durch die Ge-
nauigkeit und den Umfang des Datensatzes bestimmt.
Verzerrungen des Geriistes, die im Strukturminimum
der Einzelatome entstehen, kénnen umgekehrt als Ge-
riistfehler (streng nur als statistische Fehler) auch noch
bei guten Strukturvorschligen zugelassen werden. Die
numerischen Beziehungen zwischen Messfehlern, Da-
tenumfang und Parameterfehlern sind z.B. bei Buerger
(1960) angegeben. Auch in bezug auf die Geriistfehler
empfiehlt sich die Verwendung niedrig indizierter Re-
flexe, da diese weniger auf Geriistfehler ansprechen.
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Reduktion des Normalgleichungssystems
mit Hilfe von Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren beschrieben,
mit dem man stereochemische Kenntnisse (Beschrin-
kungen) zur Reduktion des Systems der Normalglei-
chungen ausnutzen kann. Wie auch Waser (1963) an-
merkt, ist es moglich und vorteilhaft, alle Arten von
Beschrinkungen durch feste Abstinde zwischen den
Atomen auszudriicken. Es geniigt daher, das Verfahren
fiir Abstandsbeschrankungen zu beschreiben. Der klas-
sische Weg, Beschriankungen bei Variationsproblemen
einzufiihren, ist der Ansatz mit Lagrangeschen Multi-
plikatoren. Schon Hughes (1941) erwahnte dieses Ver-
fahren bei der Einfiihrung der LS-Verfeinerung in die
Strukturanalyse. Es ist jedoch zu umstandlich fiir den
praktischen Gebrauch und erfordert neben dem Auf-
wand einer normalen Verfeinerung noch zusitzliche
Rechnung. Es ist daher viel giinstiger, mit Hilfe der
Nebenbedingungen die Zahl der Normalgleichungen zu
verringern. Die Vorschrift dazu wird im Folgenden aus
dem Verfahren mit Lagrangeschen Multiplikatoren ab-
geleitet.

Zunichst miissen die Beschriankungsgleichungen, die
die Bindungsabstinde enthalten, in linearisierter Form
eingefiihrt werden. Es sei p die Zahl der Parameter,
u die Zahl der Beschrinkungsgleichungen, p> u, x?=
X%, X3 =x9;, die Trial-Parameter der Atome i und %,
h=h;; die Metrik der Zelle, £°02 =g59® die zu ermitteln-
den durch die Bindungsabstinde beschrinkten Ande-
rungen der angesetzten Parameter. Die in €°°0 linearen
Beschriankungsgleichungen heissen dann in Matrizen-

form Kecon +K0=0 @)
mit K=K, K°=KY,. Ein Element von K° mit rs als

dem in Angstrém-Einheiten vorgegebenen Abstand
zwischen den Atomen i und k ist

Tabelle 2. Verfeinerung von 1,3,5-Triphenylbenzol mit 200 niedrig indizierten Reflexen

R=0,258 im Minimum der Molekiilparameter

Mittlerer Maximaler Zahl der
Ap, 46, Ao Aol, Ag?, A3 Anfangs-R Laufweg (A) Laufweg (A) Zyklen Schluss-R Konvergenz
i Gruppen | : 0361 030 v {3 04 hem
i Grappen } 8 Is 0577 01 173 {3 04z hen
i Grappen | 8 3 0593 085 205 {30 0%i  hen
R I S S R R R T
Allgr(i};l;ieiil } 4 Iz_glrsprung=0-3280A} 0-556 0-92 185 { ;(5) 81214512 ‘I{aein
el S S * N TS TR € S
P Molekil  orung=0SiA] 068 098 1-89 24 0-412 nein
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KO=r}, —(x{ —x{)Th(x) —x3) )

(der Index T gibt die transponierte Matrix an, die in
diesem Fall ein Vektor ist, und ein Element von K
in bezug auf das ite Atom und die Kristallachse s (s=
1,2,3) ist

-2 Z hse (x2, —x9,) . )
Ersichtlich gilt Kzs= — K;s. Es ist einfacher, mit dem
quadratischen Ansatz (5) fiir die Bindungsabstande zu
rechnen und nicht, wie Waser (1963) vorschligt, den
Bindungsabstand linear zu behandeln. Fiir K°=0 lie-
fert der quadratische Ansatz (5) dasselbe Ergebnis wie
der lineare, fiir K% O nicht (der Unterschied ist jedoch
nicht wesentlich). K°= O bedeutet, dass der Struktur-
vorschlag den Beschrinkungen bereits geniigt. KO=0
wird in jedem Fall durch das Verfahren selbst im er-
sten Zyklus hergestellt. Aus (4) kann man in bekannter
Weise (siehe z.B. Linnik, 1961) mit Rang (K)=u zu-
nichst u der Anderungen &°n eliminieren und so den
Satz aller e°0n durch p —u Anderungen ered darstellen,
also

geon — Rered + RO (7)

mit R=Rp, 5, e¥¢d=gl*¢ , RO=RI,. Der Index ‘red’
wird eingefiihrt, weil die red weiter unten die Unbe-
kannten des reduzierten Normalgleichungssystems sind.
Da eine Beschriankungsgleichung sich immer nur auf
2 Atome bezieht und so nur maximal 6 Elemente von
K ungleich Null enthélt, muss man fiir die Bildung von
R u Spalten in K so auswéhlen, dass die zunéchst ent-
stehende ux p-Matrix den Rang u hat. Davon abge-
sehen ist es belanglos, wie man R bildet; zu verschie-
denen R gehoren verschiedene gred, die sich durch eine
lineare Transformation ineinander iiberfiihren lassen
(Linnik, 1961). Fiir K°=0O ist auch R°=0.

Die Normalgleichungen mit unbeschrankten Para-
meterdnderungen &iret seien

Agirei=B . ®)

A=Ay, ist symmetrisch und positiv definit, gfrei=
gfici, B=B,,. Bei der Strukturfaktoren-Verfeinerung mit
Nebenbedingungen kann nun die Rechnung mit La-
grangeschen Multlphkatoren A=A, in der Weise aus-
gefithrt werden, dass man in einem normalen Zyklus
zunéchst die efrel berechnet und sie dann so korrigiert,
dass sie den Nebenbedingungen geniigen. Man erhélt
so fiir die Korrekturen

A=girei_geon= _LA-IKTA , ©)
Es lasst sich zeigen, dass (9) auch aus der Minimal-
forderung

ATAA — Minimum (10)
mit den Nebenbedingungen (4) gewonnen werden kann.
(10) ist dem Ansatz mit Strukturfaktoren also gleich-
wertig, setzt jedoch die Kenntnis von gfrei voraus. Die
Losung des Ansatzes (10) mit den Nebenbedingungen
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in der Form (7) ist fiir den Fall bekannt, dass A eine
Diagonal-Matrix von Gewichten ist (Ausgleich mit Ele-
menten; Linnik, 1961). Man konnte jedoch A immer in
eine Diagonal-Matrix mit nur positiven Elementen iiber-
fihren, indem man die Parameterinderungen einer
geeigneten orthogonalen Transformation unterwirft.
Dabei wiirden die Gleichungen (10) und (7) im Typus
erhalten bleiben. Daher gilt fiir (10) und (7) die ent-
sprechende L&sung, sie heisst

RTARered =RTAgfrei _RTARO . (1

Ersetzt man in (11) Agfrel nach (8) durch B, weil giret
nicht bekannt ist (und auch gar nicht ermittelt werden
soll), so erhdlt man das reduzierte Normalgleichungs-
system
Aredgred — Bred __ Cred (12)

mit Arefd=RTAR=Ard .
Cred=RTAR'=Cr%, |

Man kann nun die reduzierten Matrizen direkt be-
rechnen, indem man die Ableitungen der Struktur-
faktoren nach den ‘reduzierten Parametern’ bildet; man
braucht also A und B gar nicht aufzustellen. Ausserdem
vereinfacht sich die Rechnung dadurch, dass man bei
der Bildung von Gleichung (7) die nicht eliminierten
Anderungen e®or unverindert lasst, d.h. als ered fiihrt.
Dann erhalt man fiir die Ableitungen der Struktur-
faktoren nach den ‘reduzierten Parametern’

OF| _ & O|F| 3IF|
3x7§°‘ _iis)2=1 ax, a (13)

Der Index ‘el’ bezeichnet die Parameter, deren Ande-
rungen eliminiert worden sind. Fiir K®=0 gilt R0=0,
also auch Cred=0Q.

Um Rechenzeit zu sparen, kénnte man Ared in Glei-
chung (12) in einer Naherung aufstellen, die der Dia-
gonalndherung einer vollen Matrix entspricht. Man
berechnet fiir A die Diagonale und multipliziert RTAR
aus. (Schiefwinklige Zellen muss man dabei auf recht-
winklige transformieren, da die Naherung fiir sie nicht
gut genug ist. Die Transformation kann man fiir die
Ableitungen mittels partieller Differentiation direkt vor-
nehmen.) Bei einem Problem mit z.B. p=200, z=150
und 5000 Messwerten braucht man fiir die Berechnung
der Nidherung nur etwa ein Fiinftel der Zeit, die fiir
die volle Berechnung von Ared nitig ist.

Fiir einen LS-Zyklus sind also zunichst die Be-
schrankungsgleichungen (4) aufzustellen und auf die
Form (7) zu bringen. Die Anderungen der ‘reduzierten
Parameter’ ered werden aus (12) berechnet und in (7)
eingesetzt. Die g°on aus (7) werden dann zu den Para-
metern des Strukturvorschlags addiert und damit die
verbesserten Atomparameter bestimmt.

Die Einflihrung stereochemischer Information in die
LS-Verfeinerung hat zur Folge, dass die Kondition des
Problems nur verbessert werden kann oder erhalten
bleibt. Das lasst sich folgendermassen zeigen: Aus (7)
und (12) erhélt man

geon=[R(RTAR)-IRT](B—AR?%) + R0 (14)

Bred=RTB =B«

p—H, 1

Ris, ke +
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in formaler Analogie zu den Normalgleichungen (8)
der nichtbeschrinkten Verfeinerung. (Wenn keine Ne-
benbedingungen vorliegen, ist R quadratisch, und (14)
geht in (8) iiber mit geon=gfrel)) Das Matrizenprodukt
in der eckigen Klammer in (14) ist eine symmetrische
Matrix, sie hat p —u Eigenwerte grosser Null und g
Eigenwerte gleich Null. Zur Beurteilung des beschriank-
ten Problems ist die Kondition heranzuziehen, die man
aus den p —u Eigenwerten grosser Null berechnen kann.
Bildet man aus dem Matrizenprodukt in der eckigen
Klammer in (14) eine Matrix Acon = Ao . die ge-
rade nur diese Eigenwerte besitzt, so lasst sich zeigen,
dass die Ungleichung

cond(Acon) > cond(A) (15)

gilt mit cond(A) als dem Verhéltnis des kleinsten Eigen-
wertes zum grossten Eigenwert. Das wird im Anhang
bewiesen.

Eine ausreichende Kondition von K in (4) bzw. von R
in (7) ist wichtig fiir die numerische Rechnung, weil die
Stellenzahl der Maschine immer begrenzt ist und so
bei schlechter Kondition zu grosse Abrundungsfehler
bei der Matrixinversion entstehen kénnen. Eine schlech-
te Kondition von K und R entsteht, wenn die vorge-
gebenen Bindungsabstinde von ungleicher Grossen-
ordnung sind oder wenn man ein planes Molekiil, das
angendhert parallel zu einer Begrenzungsfliche der
Zelle liegt, mit Bindungen, die allein in der Ebene lie-
gen, im Raum beschrinken will. In diesem Fall werden
einige zur Bildung von R benétigte Elemente in K sehr
klein und damit die Kondition schlecht. Eine weitere
Schwierigkeit bei starren, planen Molekiilen mit vielen
Atomen besteht darin, dass die Zahl der zur Beschran-
kung im Raum bend&tigten Bindungen nicht leicht zu
iibersehen ist. Sie ist bei N Atomen kleiner als 3N-6,
weil einige Bindungsabstinde maximale Werte an-
nehmen. So sind z.B. beim Benzol nur 10 Abstands-
beschrinkungen nétig und nicht 12. Diese Schwierig-
keiten kann man dadurch umgehen, dass man ein
Atom mit dem Streuverm6gen Null ausserhalb der
Ebene der iibrigen Atome einfithrt und 3 weitere Ab-
standsbeschrinkungen, die das Nullatom fest binden.
Die Kondition von R wird ausserdem durch die spe-
zielle Auswahl der g Spalten von K bei der Eliminierung
der geon bestimmt. Die zunichst gebildete u x yu-Matrix
muss ausreichend konditioniert sein. _

Fiir die Verfeinerung ist ein dreidimensionaler Da-
tensatz erforderlich, da man Bindungsabstinde in der
Projektion nicht vorgeben kann. Bei der numerischen
Rechnung ist die Aufstellung der vollen reduzierten
Matrix sicher der beste Weg. Wenn sich die Beschrdn-
kungen nur auf einzelne Gruppen von Atomen be-
ziehen, zerfillt das System der Beschridnkungsglei-
chungen, und es geniigen fiir die Matrix entsprechend
grosse quadratische Bldcke auf der Diagonalen. Sind
viele Atome zu einer Kette aufgereiht, so reichen auch
entsprechende Bandmatrizen aus.

Im vorigen Abschnitt stellte sich schon das Problem,
Molekiile bei der Verfeinerung so aneinanderzuketten,
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dass zwei Atome aus verschiedenen Molekiilen einen
konstanten Abstand einhalten, ohne dass dabei Bin-
dungswinkel bekannt sind. Man muss dazu in den Be-
schrankungsgleichungen (4) die Ableitungen nach den
Molekiilparametern einfithren. Das ergibt fiir die Ele-
mente von K

3 9K 9x),
Kav sfl o0x9, Opgy

(16)

Die Bindung greift dann am iten Atom des gten
Molekiils an, ¢4 sind dessen Parameter mit dem lau-
fenden Index v.

Trotz der formalen Gleichheit von Gleichung (13) in
dieser Arbeit und Gleichung (4) bei Scheringer (1963)
unterscheidet sich die Verfeinerung mit Nebenbedin-
gungen in einigen Punkten von der Verfeinerung mit
Gruppen- bzw. Molekiilparametern. In den Normal-
gleichungen (12) tritt im allgemeinen noch das Glied
Cred auf, weil der Strukturvorschlag bei der Eingabe
den Nebenbedingungen nicht zu geniigen braucht. Bei
Molekiilparametern fehlt es, weil die Atome per de-
finitionem in den Gruppengeriisten richtig liegen. Aus-
serdem gibt es bei der Verfeinerung mit Nebenbedin-
gungen keine ‘reduzierten Parameter’ im konkreten
Sinn, und in jedem Zyklus miissen die Parameter der
einzelnen Atome (neu) berechnet werden. Die Mole-
kiilparameter werden dagegen aus der physikalischen
Anschauung definiert und reichen zur Beschreibung des
Problems aus. Dadurch verlduft die Berechnung der
Einzelatomparameter (x =X;,) in beiden Verfahren ver-
schieden; bei Nebenbedingungen nach (14), bei Mole-
kiilparametern nach xneu=xneu(guey) mijt poev = @21t 4
€,. (¢ bezeichnet den Satz der Molekiilparameter, die
Indizes ‘alt’ und ‘neu’ zwei aufeinanderfolgende Zyk-
len.) Bei ausreichender Kondition liefern beide Ver-
fahren dasselbe Ergebnis. Bei Molekillparametern gibt
es spezielle Fille schlechter Kondition, bei denen g,
gross wird und dadurch die Verfeinerung versagt
(16]1—90° u.a.; Scheringer, 1965). Bei der Verfeinerung
mit Nebenbedingungen kann die reduzierte Matrix
zwar auch schlecht konditioniert sein, das wird aber
nach (14) wieder ausgeglichen und stort so die Ver-
feinerung nicht (solange man numerisch fehlerlos rech-
net und die Messwerte die Einzelatomparameter grund-
sdtzlich bestimmen).

Obwohl das hier vorgeschlagene Verfahren der Re-
duktion des Normalgleichungssystems numerisch noch
nicht gepriift worden ist, ist es klar, dass mit ihm die
Konvergenzeigenschaften in der gleichen Weise ver-
bessert werden konnen wie mit Molekiilparametern.
Denn es stellt nur eine andere — allgemeinere — For-
mulierung desselben physikalischen Sachverhaltes dar.

Korrektur vorhandener Verfeinerungsergebnisse
mit Hilfe von Nebenbedingungen

(1) Problemstellung und Ansdtze in der Literatur

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren beschrieben,
mit dem man nach einem normalen Verfeinerungs-
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zyklus Nebenbedingungen einfiihren kann; d.h. die frei
verfeinerten Parameter werden so nachzujustiert, dass
sie den Nebenbedingungen und der LS-Minimalfor-
derung geniigen. Das Verfahren hingt nicht von der
Art der vorherigen Verfeinerung ab und kann daher
auch dazu benutzt werden, das Ergebnis einer Fourier-
synthese den Nebenbedingungen und der Minimalfor-
derung zu unterwerfen. In der Literatur finden sich
bereits zwei Ansitze zur Lésung dieses Problems. H8§

Milledge (1962) schlagt vor, bei Strukturen, die
starre Gruppen von bekanntem Aufbau enthalten, nach
jedem Zyklus mit frei verfeinerten Atomen aus deren
Lagen den Schwerpunkt der (dann im allgemeinen ver-
zerrten) Gruppe und die Orientierung des Haupttrig-
heitskreuzes (dessen Ursprung der Schwerpunkt ist) zu
bestimmen. Das Haupttragheitskreuz der starren Grup-
pe wird nun in diese Lage gebracht, und aus dem Auf-
bau der starren Gruppe ergeben sich dann die korri-
gierten Lagen der einzelnen Atome. Milledge verfei-
nert somit praktisch nur die Lage des Haupttragheits-
kreuzes (6 Parameter). Das Verfahren lésst sich nur fiir
starre Gruppen oder fiir Molekiile anwenden, die ein-
fache Kombinationen starrer Gruppen darstellen. Als
‘Masse’ gibt die Autorin die jeweilige inverse Standard-
abweichung des betreffenden Atoms an. Bei dem Ver-
such, dieses Verfahren von der LS-Verfeinerung her zu
beurteilen, entstand der Ansatz der hier vorgeschlage-
nen Methode. Im Anhang wird gezeigt, dass das Ver-
fahren von Milledge mit einer anderen Bestimmung der
‘Masse’ dem LS-Ausgleich mit Nebenbedingungen
praktisch gleichwertig ist.

Der zweite Ansatz stammt von Waser (1963). Er
behandelt die Nebenbedingungen (bekannte Absténde)
in der Form von Beobachtungsgleichungen. Im ersten
Teil seiner Arbeit schldgt er vor, Intensitits- und ‘Ab-
standsdaten’ gemeinsam fiir die Verfeinerung zu be-
nutzen. Das bedeutet, dass er der Strukturfaktoren-
Matrix noch eine Abstandsmatrix [bei Waser Gleichung
(2)] zu iiberlagern hat (GIl. 5). Problematisch bei der
Uberlagerung der beiden Matrizen sind ihre Gewichte,
die Waser aus Fehlerabschétzungen zu bestimmen ver-
sucht. Im zweiten Teil seiner Arbeit schldgt er vor, erst
die Parameter normal zu verfeinern und dann eine Ma-
trix, die er aus den neuen Parametern gewinnt, der Ab-
standsmatrix zu iiberlagern (GIl. 8). Auf diese Weise
soll der gefundene Parametersatz so korrigiert werden,
dass er den Nebenbedingungen mehr oder weniger ge-
niigt. Die Kritik an diesem Verfahren hat davon aus-
zugehen, dass es immer weniger bekannte Abstédnde
als Parameter der betroffenen Atome gibt und die ‘Ab-
standsdaten’ so niemals auch nur einen Atomparameter
festlegen kénnen. Sie sind also keine Daten im eigent-
lichen Sinn, die man zur Erginzung anderer Daten
heranziehen koénnte, sondern immer nur Nebenbedin-
gungen. Das bedeutet mathematisch, dass die Abstands-
matrix immer singulér ist. Versucht man nun, mit die-
sem Ansatz die Nebenbedingungen wirksam einzufiih-
ren, so muss man der Abstandsmatrix ein relativ grosses
Gewicht geben. Dadurch wird die gemeinsame Matrix
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(GI. 5 oder 8) schlecht konditioniert. Das gemeinsame
Minimum ist schlecht definiert (es ist um so flacher, je
mehr Gewicht die Abstandsmatrix erhilt). Der Ver-
such, die Nebenbedingungen scharf einzufiihren, wiirde
bedeuten, dass die Abstandsmatrix ein unendlich gross-
es Gewicht gegeniiber der anderen erhielte. Damit wiir-
de die gemeinsame Matrix singuldr. Man kann also die
Nebenbedingungen gar nicht scharf einfithren, was von
Waser nicht angemerkt wird. Auch auf die praktische
Rechnung wirkt sich die schlechte Kondition der ge-
meinsamen Matrix ungiinstig aus: Man muss zur Kor-
rektur der Parameter unnétig viele Zyklen rechnen
(‘several cycles’), zu grosse Anderungen miissen be-
schnitten werden, die Gewichtsetzung wird ein um-
fangreiches Problem, und der Grad der Matrix zur
Berechnung der Korrekturen (Gl. 8) ist unnétig gross,
er ist gleich der Zahl der beschrinkten Parameter an-
statt 4 oder p —pu.

Watson (1963a) hat versucht, nach dem Verfahren
von Waser Nebenbedingungen in die Gruppenverfeine-
rung des Myoglobins einzufithren. Durch Uberlage-
rung der Abstandsmatrix mit der Strukturfaktoren-
Matrix sollten Gruppen, die bei der Eingabe 0-2 A
voneinander entfernt waren, auf den Abstand Null ge-
bracht werden. Die beiden Matrizen hatten numerisch
etwa gleich grosse Diagonalglieder. Nach der Inversion
ergab sich wieder ein Abstand von 0-2 A. (Eine Inver-
sion ohne die Abstandsmatrix hatte einen Teil der
Abstinde bis zu 0-3 A vergrossert.) Bei der Erh6hung
des Gewichts der Abstandsmatrix auf das Hundert-
fache wurde die gemeinsame Matrix so schlecht kondi-
tioniert, dass sich ein Teil der Abstinde noch mehr
vergrosserte.

(2) Mathematische Behandlung

Das Verfahren mit Lagrangeschen Multiplikatoren
stellt bereits eine Methode der ‘Nachjustierung von
Parametern’ dar: Zu den freien Anderungen efrel wer-
den noch Korrekturen berechnet. Diese enthalten unter
anderem A-! zweimal als Faktor; dadurch wird vor
allem bei grossen Matrizen die Rechnung langwierig.
Es lage daher nahe, bei diesem Verfahren Naherungen
fiir A einzufiihren. Jedoch ist es sinnvoller, dies in der
allgemeineren Gleichung (10) zu tun, weil man die Glei-
chungen (10) und (4) nach der Einfiihrung der Néhe-
rungen in anschaulicher Weise interpretieren kann und
zugleich ein zweites Losungsverfahren gewinnt.

Es seien folgende Naherungen eingefiihrt:

(1) Die Streukurven f aller Atome haben denselben
Verlauf: f;=fZ; . Z; ist die Elektronenzahl des iten
Atoms (f wird vielfach als unitirer Atomform-
faktor bezeichnet).

(2) Die Messwerte sind in jeder (infinitesimalen) Ku-
gelschale des reziproken Raumes von gleicher Qua-
litat und also mit gleichem Gewicht einzusetzen,
sie sind in allen Richtungen (des reziproken Rau-
mes) gleich weit erfasst und liegen unendlich dicht.

Die Messwerte liegen im reziproken Raum natiirlich

niemals unendlich dicht. Da in den Elementen von A
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iber alle Ableitungen der Strukturfaktoren (deren An-
zahl gleich der Anzahl der Messwerte ist) summiert
wird, d.h. immer nur ein Mittelwert gebildet wird, ist
die in (2) enthaltene Forderung in den meisten prak-
tischen Fillen gut genug erfiillt. Mit den Néherungen
(1) und (2) wird A (bei Lageparametern einzelner Ato-
me) zu einer Blockdiagonal-Matrix kZH mit 3 x 3-
Blocken. Jeder Block enthilt (abgesehen von dem fiir
alle Blocke konstanten Faktor k) die Metrik der Zelle
h=h;; und die drei gleichen Elemente Z2 (Quadrat
der Elektronenzahl des betreffenden Atoms) der Dia-
gonal-Matrix Z als konstanten Faktor. Die Minimal-
forderung (10) mit der Ndherung A—ZH heisst aus-
geschrieben (bei N Atomen in der asymmetrischen
Einheit):

N 3
2 Z2 X hs (650 —e50m) (eftel —e50m) — Minimum . (17)
i=1 s, t=1

(17) vermittelt einerseits eine anschauliche Vorstellung
von dem, was bei der Strukturfaktorenverfeinerung mit
Nebenbedingungen — in der angegebenen Niherung —
geschieht: Die Summe der gewichteten Quadrate der
Abstinde (angegeben in Angstrom-Einheiten) zwischen
den entsprechenden Atomen der frei verfeinerten Struk-
tur und der unter den Nebenbedingungen verfeinerten
Struktur wird ein Minimum. Die Gewichte sind dabei
die Quadrate der Elektronenzahlen der einzelnen Ato-
me. Anderseits liefern die Gleichungen (17) und (4) die
formalen Mittel, eine Nachjustierung der Parameter
zwar im Sinne der Strukturfaktoren-Verfeinerung, aber
ohne Verwendung von Strukturfaktoren vorzunehmen:
Interpretiert man die &f**! als experimentelle Daten fiir
den jeweiligen Nachjustierungszyklus und setzt man
eine beliebige Struktur als Strukturvorschlag an (dieser
braucht also nicht mit dem Strukturvorschlag des vor-
ausgegangenen Strukturfaktoren-Zyklus zusammenzu-
fallen), so erhilt man aus (17) und (4) folgende Vor-
schrift fiir die Nachjustierung von Parametern: Die
Differenzen der Parameter ‘vorgegebene Struktur mi-
nus vorgeschlagene Struktur’ sind die &, Man be-
rechnet dann in einem Zyklus Werte fiir die £°°, die
man zu den Parametern der vorgeschlagenen Struktur
addiert. Die so verbesserte Struktur kann als neuer
Strukturvorschlag fiir einen weiteren Zyklus benutzt
werden. Wenn die Verfeinerung zum Stillstand kommt,
geon=0, zeichnet sich die Struktur des letzten Zyklus
unter allen moglichen Strukturen, die den Nebenbe-
dingungen geniigen, in folgender Weise aus: Die Sum-
me der gewichteten Quadrate der Abstande zwischen
den entsprechenden Atomen der vorgegebenen Struk-
tur und der Struktur des letzten Zyklus ist ein Mini-
mum.

Dass als Gewichte die Quadrate der Elektronen-
zahlen der einzelnen Atome anzusetzen sind, zeigt
auch folgende Uberlegung: Betrachtet man die Lagen
der Atome am Ende einer Verfeinerung als unabhangige
‘Messwerte’ mit den isotropen Standardabweichungen
i, so ist bekanntlich die optimale Gewichtsetzung fiir
den iten Messwert ¢;-2. Da beim LS-Verfahren ¢? pro-

portional zu den Diagonalelementen von A1 ist, erhilt
man mit der beschriebenen Néherung gerade o;72~ Z2.
Die Gewichtsetzung Z? kénnte bei unterschiedlicher
Vermessung der Intensititen in den drei reziproken
Raumrichtungen abgeidndert und nach dem vorhande-
nen Messmaterial ausgerichtet werden (man konnte z.B.
Gewichte gleich o;;2 wihlen, angegeben in A-2-Ein-
heiten). Die hier eingefiithrte Gewichtsetzung ist also
keine notwendige Massnahme. Zum Ausgleich von
Fourierergebnissen allerdings sind die Gewichte Z? im-
mer angemessen, weil man zur Durchfithrung der Fou-
riersynthese einen dreidimensionalen Datensatz von
gleichmassigem Umfang verwenden sollte und weil die
der Fouriersynthese entsprechenden LS-Gewichte mit
1/f (Cochran, 1948) eine im reziproken Raum kugel-
symmetrische Verteilung besitzen.*

Die Auflésung des Minimalansatzes (17) mit den
Nebenbedingungen (4) bzw. (7) ist fiir eine Einheits-
metrik (h ist die Einheitsmatrix) mit variabler Gewicht-
setzung bei Linnik (1961) beschrieben (Ausgleich mit
Elementen und Korrelaten). Fiir eine euklidische, im
allgemeinen schiefwinkelige Metrik gilt sic in ent-
sprechender Form, da man durch eine geeignete ortho-
gonale Transformation der Parameterinderungen in
(4) und (17) eine Einheitsmetrik mit abgeinderten,
aber positiven Gewichten einfithren kdnnte und (4)
und (17) dabei im Typus erhalten bleiben wiirden.
Hier seien die Losungen fiir eine schiefwinkelige Me-
trik angegeben. Der Ausgleich mit Elementen ergibt

geon=R(RTZHR)-'RTZH(elrei —RY)+ R0, (18)

der Ausgleich mit Lagrangeschen Multiplikatoren
(Korrelaten)

geon = gtrel  (ZH)- K T[K(ZH) 1K T]-1(Kefrei + K0). (19)

Alle Matrizen sind auszumultiplizieren. Die beiden
Losungsverfahren sind vom theoretischen Standpunkt
gleichwertig, das Minimum ist eindeutig und wird von
beiden Verfahren realisiert (Linnik, 1961). Fiir die
Kondition der Matrizen gilt das Gleiche wie im vorigen
Abschnitt. Bei planen Systemen lassen sich Nullatome
jedoch nur beim Ausgleich mit Elementen einfiihren,
da beim Ausgleich mit Lagrangeschen Multiplikatoren
nach (19) Z-! gebildet werden muss. Davon abgesehen
ergibt der Ausgleich mit Elementen fiir 4> p/2, der
Ausgleich mit Lagrangeschen Multiplikatoren fiir
u<p/2 die kiirzere Rechnung (Linnik, 1961).

Da sich die Nebenbedingungen (4) nur auf Bindungs-
abstinde beziehen, sind die vernachldssigten nicht-
linearen Glieder von g¢on quadratisch, aber nicht von
hoherer Ordnung. Das bedeutet, dass der lineare An-
satz eine gute Néherung ist, d.h., dass das Verfahren

* Die Ausgangsgleichung (10) wiirde fiir die Gewichtsetzung
bei der Nachjustierung von Parametern bedeuten, dass als Ge-
wichtsmatrix (fiir die Parameter in Gittereinheiten) die Inverse
der Kovarianzmatrix des Parametersatzes anzusetzen ist. Diese
wiederum erhélt man wieder nach dem LS-Ansatz aus der Ko-
varianzmatrix der Intensitdtsdaten. Die Gewichtsetzung nach
(10) ist also im Hinblick auf die vorhandenen Intensitdtsdaten
gerade die optimale Gewichtsetzung nach Gauss.
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rasch konvergiert (zwei Zyklen sollten im Normalfall
geniigen). Da ausser dem Strukturminimum kein wei-
teres Minimum existiert, tritt — mit entsprechend vielen
Zyklen - fiir jede vorgeschlagene Struktur — sie mag
noch so schlecht sein — Konvergenz zum Minimum ein.

Einfache Fille des Ausgleichs nach (18) oder (19)
lassen sich direkt iibersehen: Zwei gleichgrosse Atome,
deren Lagen nur einer vorgegebenen Bindungslinge ge-
niigen sollen, sind in der Bindungsrichtung zu gleichen
Anteilen zu verschieben.

Bei der numerischen Rechnung ist es bei der Ein-
gabe am einfachsten, als Strukturvorschlag die vor-
gegebene Struktur selbst, d.h. efr¢i=0 zu wihlen. Die
Bindungsabstinde werden dann automatisch im ersten
Zyklus eingefiihrt.

Das beschriebene Verfahren kann auch dazu ver-
wendet werden, bei einer Verfeinerung mit Molekiil-
parametern nachtriglich Nebenbedingungen zwischen
den Molekiilen einzufiihren*. Hier sei der Ansatz dazu
skizziert: Die Elemente von K sind in (16) angegeben.
Ny bezeichne die Zahl der Atome, v und w die laufen-
den Parameter des gten Molekiils. In (17) tritt nun
Agv (4qw) an die Stelle von 4;s (4i:) und eine Blockdia-
gonal-Matrix, deren gter Block so gross ist wie die Zahl
der Parameter des gten Molekiils, an die Stelle von ZH.
Der gte Block enthélt die Elemente

No_ 3 8x0 9
— 22- is it .
Tqyw 2 Zi hst aqu —awqw

i=1  st=1
Summiert wird tiber ¢,v,w; die Losungen (18) und (19)
gelten entsprechend.

Diskussion

Bei Strukturen mit vielen Atomen in der asymmetri-
schen Einheit empfiehlt sich am Anfang einer Verfeine-
rung die Reduktion der Parameter immer. Abgesehen
davon, dass der Konvergenzbereich vergrossert wird,
ist es sinnvoll, zundchst die groberen Parameter (z.B.
entsprechend ausgewéhlte Molekiilparameter) zu ver-
feinern. Die Verfeinerung sehr grosser Strukturen (z.B.
von Proteinen) kann man vielfach nur mit reduzierten
Parametern angehen. Denn diese Strukturen kdnnen
oft nur unzureichend vermessen werden (2 A Auflésung
beim Myoglobin), so dass eine Verfeinerung der Ein-
zelatomparameter nicht sinnvoll ist. Eine Untersu-
chung iiber die angemessenen Verfeinerungsparameter
bei Eiweisschrauben ist vermittels einer Eigenwert-
analyse von Diamond (1964) angestellt worden. Dieser
Autorhatdabei ein weiteres, allerdings auf den speziellen
Fall zugeschnittenes Verfahren der Verfeinerung mit
reduzierten Parametern entwickelt.

Fiir die numerische Rechnung bietet die Parameter-
Reduktion mehrere Vorteile: Der Grad der aufzu-
stellenden Matrix wird herabgesetzt. Das ist wichtig,
weil die Berechnung grosser Matrizen der langste Teil

* Dieses Problem stellte sich z.B. nach dem ersten Verfei-
nerungszyklus des Myoglobins mit starren Atomgruppen (Wat-
son, 1963b).
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eines Zyklus ist; ausserdem weil die Inversion mit ein-
facher Genauigkeit (8 Stellen bei der IBM 7090) bei
schlechterer Kondition leicht fehlerhaft wird (mit dop-
pelter Genauigkeit kostet sie mehr Zeit, bei der IBM
7090 das 3-4-fache). Die Zahl der Messwerte kann
herabgesetzt werden, ohne dass die Verfeinerung in-
stabil wird (der Datensatz muss jedoch dreidimensio-
nal bleiben); dadurch verkiirzt sich die Zyklusdauer.
Ausserdem wird mit der Auswahl niedrig indizierter
Reflexe (am Anfang der Verfeinerung, wo es zunachst
nur um die richtige Konvergenz geht) die Zahl der zur
Konvergenz gebrauchten Zyklen verringert.

Einige Autoren bevorzugen die Verfeinerung mit
einer Diagonal-Matrix, weil sie weniger Zeit kostet.
Die Verfahren der Parameter-Reduktion benstigen
zwar mehr oder weniger volle Matrizen, dennoch ist
bei vielen Nebenbedingungen das Rechnen mit einer
reduzierten, aber vollen Matrix dkonomischer. Es miis-
sen namlich immer Strukturfaktoren und Ableitungen
berechnet werden; das setzt dem Zyklus eine Mindest-
zeit. Wenn diese etwa so gross wird wie die Zeit zur
Berechnung der reduzierten vollen Matrix oder grosser,
ist die Rechnung mit reduzierten Parametern zeitlich
rentabler als die Berechnung einer Diagonal-Matrix
fiir Einzelatomparameter. Beim 1,3,5-Triphenylbenzol
z.B. dauerte ein Zyklus mit voller reduzierter Matrix
etwa 2 Minuten, ein Zyklus mit der Diagonal-Matrix
der Einzelatomparameter etwa 1-3 Minuten. Da das
Vollmatrix-Verfahren etwa dreimal so rasch konver-
giert wie das Diagonal-Verfahren (siehe z.B. Busing
Levy, 1961), verlauft bei diesem Beispiel die Rech-
nung mit der reduzierten vollen Matrix etwa doppelt
so rasch. (Dabei wird zugunsten des Diagonal-Ver-
fahrens angenommen, dass auch die Ergebnisse jedes
Diagonal-Zyklus den Nebenbedingungen unterworfen
werden anstelle der sonst iiblichen Beschneidung der
Anderungen auf die Halfte ihres Wertes.)

Fiir die Parameter-Reduktion kommen grundsitz-
lich die beiden ersten der vorgeschlagenen Verfahren
in Betracht: Man kann mit den freien Parametern der
Molekiile arbeiten oder das Normalgleichungssystem
mit Hilfe der Nebenbedingungen reduzieren. Es ist
auch moglich, die beiden Verfahren zu kombinieren.
Welchen Weg man geht, hangt von der Art des Pro-
blems ab. Bei bekannten Winkeln und Abstidnden wird
die Verwendung von Molekiilparametern relativ ein-
fach, und die Rechnung mit (nun sehr vielen) Neben-
bedingungen umstindlich. Wenn nur Bindungsab-
stinde vorgegeben sind, ist praktisch nur der Ansatz
mit Nebenbedingungen mdoglich. Dieser hat ausserdem
den Vorteil, dass bei der reduzierten Matrix keine
Schwierigkeiten wegen schlechter Kondition auftreten
konnen, solange die Messwerte die Parameter der ein-
zelnen Atome ausreichend bestimmen.

Das Verfahren zur Korrektur eines gegebenen Para-
metersatzes empfiehlt sich immer bei einem Fourier-
Ergebnis; bei der LS-Verfeinerung eigentlich nur, wenn
man auf die Berechnung der Nicht-Diagonalelemente
verzichtet oder wenn Verfeinerungsergebnisse vorlie-
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gen, deren Neuberechnung mit Nebenbedingungen
sehr viel mehr Zeit erfordern wiirde als das ‘Nachju-
stieren’ (wie z.B. beim Myoglobin; Watson, 19635).

Vielleicht kénnte man bei Problemen mit sehr vielen
Messwerten die Niherung A=kZH auch bei der Auf-
stellung der reduzierten Matrix einfithren; vor allem,
wenn viele Abstandsbeschrankungen vorliegen. Das
wiirde die Rechenzeit betrichtlich verkiirzen. Um mit
dieser Niherung eine ausreichende Konvergenz zu er-
zielen, muss man fiir die berechneten Parameterinde-
rungen einen Dampfungsfaktor von etwa 0-6-0-7 an-
setzen (Sparks, 1961). Die rechten Seiten der Normal-
gleichungen miissen voll berechnet werden, weil hier
jeder Messwert einzeln zu beriicksichtigen ist. Der
Masstabsfaktor k konnte theoretisch oder aus einem
Vergleich mit einigen berechneten Diagonalelementen
von A ermittelt werden.

Mit Hilfe der drei vorgeschlagenen Verfahren kann
man bei allen Strukturen, bei denen Nebenbedingungen
bekannt sind, diese auf relativ einfache Weise in die
Verfeinerung einfithren. Wenn auch bisher die Para-
meter-Reduktion nur mit Molekillparametern prak-
tisch durchgefithrt wurde, besteht doch kein Zweifel,
dass auch die anderen Verfahren dazu geeignet sind,
den Konvergenzbereich zu vergrossern, die Konver-
genzgeschwindigkeit zu erhdhen und die Rechenzeiten
zu verkiirzen.

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danke ich
fiir die finanzielle Unterstiitzung dieser Arbeit. Die
Rechnungen wurden mit der IBM 7090 ausgefiihrt.
Den Herren des Deutschen Rechenzentrums, Darm-
stadt, danke ich vielmals fiir ihr grossziigiges Entgegen-
kommen bei der Benutzung der Anlage. Mein Dank
gilt auch Herrn Professor Dr R. Tschesche, Bonn, in
dessen Institut die Arbeit begonnen wurde.

ANHANG
(1) Beweis der Ungleichung (15): cond(A¢on) > cond(A)

A:{A} seien die Eigenwerte von A. Fiir die Eigenwerte
des Matrizenproduktes in der eckigen Klammer in
Gleichung (14) ergibt sich

Li{R(RTAR)IRT} =4;{(RTAR)'RTR}
abgesehen von den u Eigenwerten gleich Null auf der
linken Seite. Definiert man

(Acon)—l = (RTAR)—IRTR —_ (Acon);—_}ﬂ. p—w
so gilt fiir den maximalen Eigenwert von Acon
Ama.x{Acon} =imax{R(RTR)_1RTA} .

Als Kondition einer Matrix gibt man in der Regel
das Verhiltnis ihrer extremalen singularen Werte an
(Zurmiihl, 1964). Diese fallen bei positiv definiten Ma-
trizen mit den extremalen Eigenwerten zusammen. Die
maximalen singuldren Werte sind Hilbert-Normen, fiir
sie gilt die Normenungleichung von Matrizenproduk-
ten (Zurmiihl, 1964), also

AC19-3
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Amax{Aeon} < /lmax{R(RTR)-lRT}imax{A} M
mit Amax{R(RTR)—lRT} = 1 fOlgt
lmax{Acon} < lmax{A} . (20)

Da unter Ausschluss der u Eigenwerte gleich Null
Amax{(A%)1} = Azh{Acon} = 1=L (R(RTR)'RTA}
ist, gilt wieder nach der Normenungleichung
Ih{A®on} < AZL{R(RTRYIRTHZL{A},
und mit A5} {R(RTR)-1RT} =1 folgt
Amin{A®1} > Anin{A} .
Aus (20) und (21) folgt die Ungleichung (15).

@n

(2) Bestitigung des Verfahrens von Milledge

Um beschreiben zu kdnnen, wie das Haupttrégheits-
kreuz einer starren Gruppe HTK® (Ursprung von
HTKe ist der Schwerpunkt der Gruppe) nach einem
LS-Nachjustierungszyklus relativ zum Haupttragheits-
kreuz der Gesamtheit der frei verfeinerten Atome
HTK'ret (Ursprung von HTK'rel ist der Schwerpunkt
der Gesamtheit der Atome) verschoben und orientiert
ist, muss man (17) und (7) vermittels einer geeigneten
linearen Transformation der Parameterdnderungen im
Koordinatensystem von HTKfrel in Angstrom-Ein-
heiten ausdriicken. Weil der Strukturvorschlag immer
den Nebenbedingungen (der Starrheit der Gruppe) ge-
niigt, gilt dess=Axi5 (s=1,2,3), und man erhélt anstelle
von (17)

L Z3(xfrei — xcom)2 sy Minimum . 22)
is

Fiir die Lageparameter x°% = x9 °° 4 gfon des Schwer-
punktes einer starren Gruppe folgt bei blosser Trans-
lation der Gruppe mit den Nebenbedingungen &fo"=
ot aus der Forderung (22)

xeon= ¥ Z2xfei| ¥ 72 (23)

1 13

Mit Z? als ‘Masse’ fiir das ite Atom ist der Ausdruck
auf der rechten Seite von (23) gerade auch die Defini-
tion der Schwerpunktsparameter der Gesamtheit der
frei verfeinerten Atome. Der Schwerpunkt der starren
Gruppe fillt — im Minimum von (22) - also gerade mit
dem Schwerpunkt der Gesamtheit der frei verfeinerten
Atome zusammen.

Driickt man die x{°® durch die Koordinaten x¥; des
Systems HTKSE aus, so lassen sich aus der Forderung
(22) bei gleichem und ruhendem Schwerpunkt die Para-
meter der Orientierung von HTK® zu HTK're! bestim-
men. Die Rechnung dazu wurde nur zweidimensional
durchgefiihrt und liefert fiir den Orientierungswinkel
a in der x,y-Ebene die Bestimmungsgleichung

sin o« X Z3 (xfreixf + yfreiyp)
+cos o Z Ziz(ygreixlz __xfre[yig) =0.
i

Wegen des immer grossen und positiven Faktors bei
sin ¢ wird « nur wenig von Null abweichen, im all-
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gemeinen aber auch nicht exakt Null sein, da der Fak-
tor bei cos a zwar als Summe kleiner Glieder mit wech-
selnden Vorzeichen nahezu, aber nicht exakt Null ist.
Durch das LS-Verfahren wird also die Koinzidenz von
HTKe® und HTK'rei o =0, weitgehend realisiert. Somit
wird das Verfahren von Milledge, in dem die Koinzi-
denz gesetzt wird, vom LS-Verfahren her bestitigt. Al-
lerdings sollte man bei Atomen von verschiedener
Grosse fiir ihre ‘Masse’ Z? ansetzen (oder auch 72,
angegeben in A-2-Einheiten, nicht aber ¢;!). Die
‘Masse’ entspricht also — in der angegebenen Niherung
— gerade der Intensitit der von dem betreffenden Atom
ausgehenden Sekundirstrahlung.
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Determination of the Crystal Structure of Yttrium Orthoferrite
and Refinement of Gadolinium Orthoferrite*
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The crystal structure of yttrium orthoferrite has been determined from full three-dimensional counter
data and refined in the space group Pbnm by least squares to an accuracy of about 0-001 and 0-01 A in
positional parameters of Y3+ and O2- respectively. Parameters are compared with those of GdFeOs,
derived by least-squares refinement of Geller’s intensity data. It is found that the distortions from the
ideal perovskite lattice hardly affect the octahedral environment of the Fe3+ ion, which makes it pos-
sible to predict Fe3+-O2-—Fe3* angles in other distorted perovskite structures of known cell dimensions.
Refinement in the alternative non-centrosymmetric space group Pbn2;, shows small, possibly real,

deviations from a centric structure.

Introduction

The magnetic properties of the orthoferrites having the
chemical formula RFeO; (R=Y, La, Pr, Nd, Sm, Eu,
Gd, Tb, Dy, Ho, Er, Tm, Yb and Lu) have been in-
vestigated at our Institute by a number of different

* The research reported in this article has been sponsored
in part by the Air Force Materials Laboratory Research and
Technology Division AFSC through the European Office of
Aerospace Research, United States Air Force.

1 This work was done in partial fulfilment of the Ph. D.
requirements of one of the authors (M.E.).

techniques, such as magnetic measurements, M&ss-
bauer spectroscopy and differential thermal analysis
(Treves, 1962, 1964 ; Eibschiitz, Gorodetsky, Shtrikman
& Treves, 1964). In the course of these investigations
the need was felt for information on the atomic param-
eters and especially on the variation of these param-
eters with varying R. The crystal structure of GdFeO,
has been solved and refined by trial and error methods
by Geller (1956), who also showed that all the members
of the series are isostructural (Geller & Wood, 1956;
see also Eibschiitz, 1965). The crystal structure of
YFeO; was chosen for an X-ray analysis because of



